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Abstract
We present in this article several possibilities to approach the height of an algebraic curve deﬁned
over a number ﬁeld: as an intersection number via the Arakelov theory, as a limit point of the heights
of its algebraic points and, ﬁnally, using the minimal degree of Belyi functions.
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1. Introduction
Le but de ces notes est de présenter différentes possibilités d’approcher la notion de
hauteur d’une courbe algébrique déﬁnie sur un corps de nombres.
Dans la première partie on rappelle la déﬁnition de la hauteur de Weil d’un point d’une
variété projective, ainsi que la hauteur de Néron–Tate déﬁnie sur une variété abélienne.
Nous présentons ensuite le point de vue d’Arakelov, la hauteur étant déﬁnie comme le
degré d’Arakelov d’un faisceau inversible hermitien restreint au diviseur horizontal induit
par le point. Quelques rappels de théorie de l’intersection sur les variétés arithmétiques
permettent d’étendre cette notion aux sous-variétés de dimension arbitraire d’une variété
déﬁnie sur un corps de nombres. Dans le cas des variétés abéliennes, on obtient une hauteur
normalisée, qui étend la hauteur de Néron–Tate, par un procédé de passage à la limite par
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Philippon et Zhang, procédé inspiré par la construction de Tate. En particulier, on obtient
la hauteur d’une courbe (de genre au moins 2) en la regardant comme une sous-variété de
sa jacobienne. Notons aussi que cette hauteur est comparable à l’autointersection (au sens
d’Arakelov) de son dualisant relatif.
On pourrait aussi déﬁnir la hauteur d’une courbe C de genre au moins 2, déﬁnie sur un
corps de nombresK , comme étant la limite supérieure des valeurs de > 0 ayant la propriété
que l’ensemble{
P ∈ C(K)/hˆ(D0(P ))
}
(1.1)
soit ﬁni. Ici hˆ est la hauteur de Néron–Tate et on a noté D0 le plongement de C dans
sa jacobienne induit par un diviseur D0 de degré 1 sur la courbe C. Autrement dit, on
considère la limite supérieure des rayons, par rapport à la distance déﬁnie par la hauteur
de Néron–Tate, des boules centrées en l’élément neutre de J qui contiennent au plus un
nombre ﬁni de points algébriques de la courbe. Notons que l’énoncé connu sous le nom de
“Conjecture de Bogomolov”, démontré par Ullmo [46], implique le fait que cette limite est
strictement positive.
Enﬁn, la propriété de la courbe C d’être déﬁnie sur un corps de nombres est caractérisée
par l’existence d’un revêtement  : C → P1 non-ramiﬁé en dehors de 0, 1 et ∞ [6].
On essaie de suivre dans la dernière partie de ces notes une intuition de Szpiro et de
Bogomolov, qui ont suggéré que le degré minimal d’un tel revêtement pourrait être utilisé
comme principal ingrédient pour une possible déﬁnition de la hauteur de C. Cette approche
est encore conjecturale, et on passe en revue les résultats partiels dont nous disposons pour
le moment.
En essayant de donner une image d’ensemble sur le sujet, les details techniques ont été
laissés de côté. Ils ont été remplacés par une bibliographie étendue qui pourra boucher les
trous.
Notations: dans ce qui suit, K sera un corps de nombres et OK son anneau d’entiers. On
noteraMK l’ensemble des valeurs absolues deK qui étendent les valeurs absolues usuelles
sur Q:MQ = {p/p premier} ∪ {∞}; si x = ±∏ppvp(x), alors |x|p = p−vp(x). On notera
Mf,K l’ensemble des valeurs absolues non-archimédiennes etM∞,K l’ensemble des places
archimédiennes. Chaque élément deM∞,K est associé soit à un plongement  : K ↪→ R
(appelé place réelle), soit à une paire de plongements conjugués ,  : K ↪→ C. Soit S∞,K
l’ensemble des tous les plongements K ↪→ C. Le cardinal deM∞,K est r1 + r2, et celui
de S∞,K est r1 + 2r2, égal au degré de l’extension [K : Q] (r1 étant le nombre des place
réelles). On note Kv le complété de K par rapport à la valuation v, et Qv sera le complété
de Q par rapport à la trace de v. Si v ∈MK , on pose v = [Kv : Qv] et ‖ ‖v = | |[Kv :Qv]v .
La formule du produit est alors vériﬁée:∏
v∈MK
‖x‖v = 1, ∀x ∈ K, x = 0.
Remerciements: Je tiens à remercier le rapporteur pour son importante contribution à la
présentation ﬁnale de cet article.
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2. Hauteurs de Weil et hauteur de Néron–Tate
Nous rappelons dans ce paragraphe des déﬁnitions et des résultats concernant la hauteur
des points d’une variété algébrique déﬁnie sur un corps de nombres, ainsi que la hauteur de
Néron–Tate sur une variété abélienne.
Déﬁnition 2.1. Soit P = (x0 : x1 : ... : xn) ∈ Pn(K) un point de l’espace projectif. La




max{‖x0‖v, ‖x1‖v, ..., ‖xn‖v}. (2.1)
On appelle hauteur absolue de P le nombre réel
H(P ) = HK(P )
1
[K:Q] (2.2)
et hauteur logarithmique de P , h(P ) = logH(P ).
Remarque 2.1. (i) La formule du produit assure l’indépendance par rapport au choix des
coordonnées.
(ii) Pour tout P ∈ Pn(K), HK(P )1, et donc h(P )0.
Exemple 2.1. Si P = (x0 : x1 : ... : xn) ∈ Pn(Q) avec xi ∈ Z premiers entre eux, alors
H(P ) = max{|x0|, |x1|, ..., |xn|}.
En général, si P = (x0 : x1 : ... : xn) ∈ Pn(K), soit a = x0OK + · · · + xnOK l’idéal
fractionnaire de OK engendré par les coordonnées de P . Alors






où N(a) est la norme de l’idéal fractionnaire a.
Théorème 2.1 (Northcott [33,34]). Soit n, d , M des réels positifs ﬁxés. Alors l’ensemble
{P ∈ Pn(Q), H(P )M, [Q(P ) : Q]d}
est ﬁni (on a noté Q(P ) le corps de nombres de déﬁnition de P ).
Remarque 2.2. Il existe des versions effectives du Théorème de Northcott. Par exemple
#{P ∈ P1(Q), H(P )M} ≈ M2
(asymptotiquement).
Remarque 2.3 (Hauteur des polynômes). Soit f ∈ Q[X], f = 0, deg f = n. On peut
voir l’ensemble de ses coefﬁcients {a0, a1, ..., an} comme un point dans Pn, et prendre la
hauteur de f :
H(f ) := H((a0 : a1 : . . . : an)).
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On a des relations entre, par exemple, la hauteur d’un point x dansQ, celle d’un polynôme
f et celle de l’image f (x); des inégalités entre la hauteur d’un nombre algébrique et celle
de son polynôme minimal sur Q ou entre la hauteur d’un polynôme et celle de ses racines
(voir [27,40]).
Soient X une variété algébrique déﬁnie sur K etL un faisceau inversible sans point base
sur X. Alors chaque choix d’une famille de sections globales qui engendrentL fournit un
morphisme : X → Pn, et pour toutP ∈ X(Q) on déﬁnit h(P )=h((P )). Si on choisit
une autre famille de sections, qui induit un morphisme , alors h − h est une fonction
bornée sur X(Q). On obtient donc une correspondance
L 
−→ hL ∈ {f : X(Q) → R}/{fonctions borne´es}
qui a les propriétés [27,40,41]:
(i) hL⊗M−hL−hM est une fonction bornée (ce qui permet d’étendre cette correspon-
dance à Pic(X));
(ii) pour toute fonction hL dans la classe associée àL il existe une constante C telle que
hL(P )C pour tout P ∈ X(Q);
(iii) si f : X → Y est un morphisme de variétés, alors hf ∗L − hL ◦ f est une fonction
bornée, pour toutL ∈ Pic(Y );
(iv) pour toutL ∈ Pic(X) ample
#{P ∈ X(Q), hL(P )M, [Q(P ) : Q]d}<∞
si M et d sont ﬁxés.
Dans le cas d’une variété abélienne A, dans la famille de fonctions hL associée à un
faisceau inversible et symétriqueL on peut choisir de manière unique une fonction hˆL qui
est quadratique: la forme
〈P,Q〉 = hˆL(P + Q) − hˆL(P ) − hˆL(Q)
est bilinéaire. Cette fonction est appelée la hauteur de Néron–Tate (on n’indique plus le
faisceau si A est plongée dans un espace projectif et on considère la restriction de O(1), ou
bien si on dispose d’un choix canonique pourL). Par exemple, siL est ample et symétrique
([n]∗L L⊗n2 – le cas qui nous intéressera), alors





pour tout entier p2 et toute fonction hauteur hL associée àL, uniformément en P . Dans
ce cas la hauteur de Néron–Tate a la propriété
hˆL(P )0, ∀P ∈ A(Q) (2.5)
avec égalitési et seulement si P est un point de torsion.
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Remarque 2.4. On peut construire de telles fonctions hauteur sur des variétés déﬁnies sur
un corps K arbitraire, une fois que celui-ci est muni d’une famille de valeurs absolues qui
sont toutes, sauf un nombre ﬁni, ultramétriques (|x|v = c−v(x)) et qui vériﬁent la formule
du produit “avec multiplicités” (dans le cas d’un corps de nombres ces multiplicités sont
[Kv : Qv]). Prenons par exemple le corps des fonctionsK=K(V ) d’une variétéV projective
et normale. On sait alors que tout diviseur irréductible W (i.e. sous-variété irréductible de
codimension 1) déﬁnit une valuation discrète vW : K∗ → Z, vW (f )= ordW(f ). Soit donc
MK ={| |W = c−vW ( )/W ⊂ V diviseur irre´ductible} et soit C une courbe qui ne contient
aucune singularité de V (V est normale!). Alors la formule du produit est satisfaite avec les
multiplicités W =C.W . On peut déﬁnir la hauteur d’un point P ∈ Pn(K) comme dans la
Déﬁnition 2.1, où‖ ‖W = | |W . Dans ce cas, la hauteur admet l’interprétation géométrique
suivante, qui fait penser au degré: le point P peut être vu comme une fonction rationnelle
V → Pn, et si on prend un hyperplan général H de Pn alors
h(P ) = C.P ∗H
(voir [40] pour des détails).
Philippon a étendu la hauteur deWeil et a déﬁni la hauteur d’une sous-variété de dimension
quelconque [35,36]. Soit X une variété projective et soit L un faisceau très ample sur X tel
que le plongementX
	
↪→PN induit parL fait deX une sous-variété projectivement normale.
Soient Y ⊂ X une sous-variété déﬁnie sur le corps de nombres K et f une forme de Chow
de 	(Y ). Philippon déﬁnit
h	(Y ) = h(f ) (2.6)
où h(f ) est la hauteur invariante de f [35,36]:
h(f ) = 1[K : Q]
∑
v
[Kv : Qv] logMv(f ).
Ici, v parcourt l’ensemble des places du corps de nombres K et Mv(f ) est le maxi-
mum des valeurs absolues v-adiques des coefﬁcients de f si v est non-archimedienne
et une mesure de Mahler du conjugué de f correspondant si v est une place à l’inﬁni (le
lecteur notera que pour la cohérence avec la hauteur arakelovienne du paragraphe suiv-
ant on pourrait normaliser la hauteur déﬁnie en (2.6) en divisant par le degré géométrique
de 	(Y ) et, aussi, modiﬁer la mesure de f aux places archimédiennes par le nombre de
Stoll).
Si Y est une sous-variété de dimension d0 d’une variété abélienne A, alors on peut déﬁnir
la hauteur normalisée
ĥ	(Y ) = lim
m→∞
m∈S∧
h	([m]Y )#(ker[m] ∩ StabY )
m2(d0+1)
(2.7)
où StabY est le stabilisateur deY dans A et S∧ est le monoïde libre sur un ensemble ﬁni de
nombres premiers S. Cette hauteur ne dépend pas des sections de L choisies pour déﬁnir
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	, et on peut déﬁnir
ĥL(Y ) = ĥ	(Y )deg 	(Y ) .
Si L est un faisceau ample et symétrique quelconque, la fonction hauteur ĥL est
ĥL = ĥL⊗n
n
, n ∈ N, n3.
2.1. Pour en savoir plus
La hauteur est devenue un invariant incontournable dans la géométrie arithmétique. In-
troduite par Weil en [47] (où il développe la théorie dont les racines se trouvent dans sa
thèse [48]), elle a eu un rôle important dans les preuves de certains des plus remarquables
résultats du dernier siècle: le Théorème de Mordell–Weil (1929), la preuve de Faltings de
la Conjecture de Mordell (1984) ou les différentes démonstrations de la Conjecture de Bo-
gomolov (1995, 1996). La théorie de la hauteur (y compris la construction “axiomatique”
basée sur les propriétés (i)–(iv) – la “machine des hauteurs”) est présentée en détail dans
plusieurs ouvrages consacrées à la géométrie arithmétique, comme par exemple [27,40,41].
Ils contiennent aussi les preuves duThéorème deNorthcott [33,34] et de sa variante explicite
due à Schanuel [38].
L’existence d’une fonction hauteur quadratique dans la famille associée à tout faisceau
inversible et symétrique sur une variété abélienne a été conjecturé par Néron en 1958 au
Congrès International des Mathématiciens (Edinburgh) [31]. La preuve, due à Tate, a été
publiée par Lang [26]. Néron a publié ensuite une deuxième preuve [32].
La construction de Philippon est présentée dans les articles [35,36]. La hauteur ainsi
construite a été utilisée dans plusieurs travaux importants, dont une preuve effective de la
conjecture de Bogomolov [13].
3. Approche d’Arakelov: intersections arithmétiques
Une approche “géométrique” de la hauteur des points sur une variété déﬁnie sur un
corps de nombres, analogue à celle vue dans la Remarque 2.4 pour les corps des fonc-
tions, est possible grâce à Arakelov, qui a étendu la structure entière à l’inﬁni en intro-
duisant des métriques hermitiennes [4]. Il a construit ainsi une théorie des intersections
sur les surfaces arithmétiques, qui a été développée ensuite par Faltings, Szpiro, Deligne,
Zhang, etc. Gillet et Soulé [20] ont généralisé cette théorie en dimension quelconque,
ce qui a permis en particulier la déﬁnition de la hauteur des sous-variétés de dimen-
sion strictement positive (voir [8,18]). Quelques mots aussi sur les variétés abéliennes:
par un procédé limite “à la Tate”, Zhang [54] construit, à partir d’intersections arithmé-
tiques, une hauteur normalisée qui étend la hauteur de Néron–Tate; notons le fait que
dans le cas de la bonne réduction cette hauteur normalisée est elle même un nombre
d’intersection.
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3.1. Hauteurs et nombres d’intersection
Déﬁnition 3.1. Une variété arithmétique est un schémaX plat et projectif sur S=SpecOK ,
dont la ﬁbre générique X =X×SSpecK est lisse.
Pour tout  ∈ S∞,K , soit X = X×SpecC. Les schémas X sont appelés les ﬁbres à





Déﬁnition 3.2. Un faisceau inversible hermitienL= (L, ‖ ‖) surX est la donnée d’un
faisceau inversible L sur X et, pour tout  ∈ S∞,K , d’une métrique ‖ ‖ de classe C∞,
invariante par conjugaison complexe, sur L =L⊗C.
On note L le faisceau inversible hermitien sur X(C) ainsi donné et L la trace deL sur
la ﬁbre générique X. Si c1(L) est la première classe de Chern de L, alors “le degré” permet
de voir c1(L)d (d = dim X) comme un entier naturel. D’autre part, pour tout  ∈ S∞,K on
note c1(L) la (1, 1)-forme fermée i/2
K , où K est la forme de courbure de (L, ‖ ‖).
En particulier, un faisceau inversible hermitien (ou compactiﬁé) sur S = SpecOK n’est
autre qu’un OK -module projectif de rang 1, muni pour chaque  d’une forme hermitienne
〈, 〉 invariante par conjugaison complexe.





où s est une section arbitraire non-nulle deL.
Il est facile de voir que cette quantité ne dépend pas du choix de la section s (encore une
fois grace à la formule du produit).
Soient maintenant P ∈ X(K) un point sur une variété algébrique propre et lisse déﬁnie
sur le corps de nombres K , X un modèle de X sur OK etL un faisceau inversible métrisé
sur X. Alors il existe une unique section P : SpecOQ(P ) → X qui étend P .
Déﬁnition 3.4. La hauteur d’Arakelov de P par rapport àL est le nombre réel
hL(P ) =
degAr(∗PL)
[Q(P ) : Q] . (3.2)
On remarque l’analogie avec la formule (2.4), l’inversion nominateur – dénominateur
étant due à la dualité sections-coordonnées.
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Exemple 3.1. (voir pour les détails [12]; voir aussi [44] pour un exemple similaire, avec
un autre choix des métriques) Soit P ∈ X = PnK et P : SpecOK → PnOK la section qui
étend P . On prend un système de générateurs {x0, x1, ..., xn} du faisceau inversible O(1) et
on considère les métriques à l’inﬁni
‖f (P )‖ = min
0 in
xi(P )=0




,∀f ∈ H 0(Pn,O(1)),∀P ∈ Pn(K).
Alors on obtient
hO(1)(P ) = h(P )
où h(P ) est la hauteur de Weil logarithmique déﬁnie en (2.1).
Regardons d’unpeuplus près le cas d’une surfaces arithmétiquesX, les ﬁbres sur SpecOK
ayant donc la dimension 1 (c’est le cas considéré parArakelov [4]), et dont la ﬁbre générique
X est de genre 1. On peut alors préciser le choix des métriques sur les faisceaux qui nous
intéressent, de la façon suivante. Supposons de plus que chaque X est munie d’un élément
de volume d tel que
∫
X(C)
d = 1 (voir [17] pour un choix canonique de telles (1-1)-
formes, à partir d’une base orthonormée de différentielles holomorphes). On appelle une
telle donnée surface d’Arakelov.





où Df est un diviseur surX dans le sens classique et  ∈ R tels que =. Le groupe de
Chow d’Arakelov ĈH1(X, d) est le groupe des diviseurs compactiﬁés modulo le sous-






log |f |2d · [X]
pour f ∈ K(X).
D’autre part, le groupe de Picard compactiﬁé Picc(X, d) est le groupe des classes
d’isométries de faisceaux inversibles hermitiens dont les métriques sont permises, i.e. la
forme de courbure est proportionnelle à d. On a un isomorphisme Picc(X, d) 







log ‖s‖2 d · [X]
⎞⎠
où s ∈ H 0(X,L) non-nulle.
On peut alors déﬁnir un produit d’intersection d’Arakelov sur X,
( , )Ar : Picc(X, d) × Picc(X, d) → R
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qui étend le produit d’intersection usuel des diviseurs surX, et siD est l’image d’une section
D : SpecOK ′ → X (K ′ une extension ﬁnie de K), alors (L,OX(d))Ar = degAr ∗DL.
On peut maintenant interpréter la hauteur d’Arakelov d’un point sur une courbe déﬁnie
sur un corps de nombres comme un nombre d’intersection: si P ∈ X(Q), alors la hauteur
d’Arakelov de P par rapport au faisceau admissibleL est
hL(P ) =
(L,DP )Ar
[Q(P ) : Q]
où DP est la fermeture schématique de P dans X.
Gillet et Soulé ont généralisé le produit d’intersection aux variétés arithmétiques de
dimension arbitraire [20,21]. Bost, Gillet et Soulé ont donné les propriétés de la hauteur
déﬁnie utilisant cette théorie en [8] (voir la Proposition 3.1 ci-dessous).
Si X est une variété arithmétique de dimension d, on déﬁnit les groupes de Chow arith-
métiques ĈHi (X) pour tout entier i0. Quand X est irréductible, ĈH0(X) = Z. On peut
déﬁnir ensuite un produit d’intersection
ĈHi (X) × ĈHj (X) −→ ĈHi+j (X) ⊗ Q. (3.3)
Si L est un faisceau inversible hermitien sur X, on peut déﬁnir la première classe de
Chern arithmétique cˆ1(L) ∈ ĈH1(X). Le produit d’intersection permet de déﬁnir cˆ1(L)i ∈
ĈHi (X) ⊗ Q pour tout i ∈ N∗. Grâce à l’application
deg : ĈHd(X) −→ R,
on peut identiﬁer cˆ1(L)d à un nombre réel.
Prenons maintenant un cycleY de dimension d0+1 deX. On peut lui associer le nombre
d’intersection (cˆ1(L)d0+1/Y). Si en particulier Y est une sous-variété fermée de X, déﬁnie
sur une extension ﬁnie K ′ de K , de dimension d0, et Y est sa fermeture schématique dans




(d0 + 1)[K ′ : Q]degL Y
(3.4)
où degL Y = deg(c1(L)d0 ∩ [Y ]) est le degré géométrique de Y par rapport à L.
La proposition suivante regroupe quelques propriétés du produit d’intersection et de la
hauteur déﬁnis ci-dessus:
Proposition 3.1 (Bost et al. [8, Propositions 3.2.1, 3.2.2, 3.2.4]). SoitL un faisceau in-
versible hermitien sur une variété arithmétique projective non-singulière X.
(i) Si Y est un cycle de dimension d + 1 sur X,
degL⊗n(Y ) = nd degL(Y ); hL⊗n(Y ) = nhL(Y ).
(ii) Si Y est le diviseur d’une fonction rationnelle sur une variété intègre, contenu dans
une ﬁbre spéciale, hL(Y ) = 0.
104 R. Lit¸canu / Expo. Math. 25 (2007) 95–116
(iii) Si f : X′ → X est un morphisme de variétés arithmétiques projectives non-
singulières et Y est un cycle sur X′,
h
f ∗L(Y ) = hL(f∗Y ).
(iv) Soient Y un cycle irréductible de dimension d + 1, et s une section deL⊗n sur Y.
Alors
(cˆ1(L)






SiL′ est un deuxième faisceau inversible hermitien sur X et s une section deL′⊗n sur
Y. Alors pour tout 1 id + 1
(cˆ1(L)








(v) Si X′ est une variété arithmétique etL′ un faisceau inversible hermitien sur X′ tels
que (X ,L) et (X′,L′) coïncident sur la ﬁbre générique XK , il existe une constante C
telle que pour tout cycle effectif Y sur XK ,
|h
L′(Y ) − hL(Y )|C.
(vi) Si, pour tout  ∈ S∞,K , la (1, 1)-forme c1(L) est positive et pour un certain n,
L⊗n est engendré par des sections globales “entières” (i.e. de norme sup inférieure à 1),
alors, pour tout cycle Y ,
hL(Y )0.
Remarque 3.1. On voit de par la déﬁnition de la hauteur même, ainsi que par certaines
des propriétés ci-dessus combien il est important de trouver une section de H 0(Y,L)
dont toutes les normes à l’inﬁni sont petites. En particulier, une telle section avec ses
normes inférieures à 1 assurerait la positivité de la hauteur. Des informations en ce sens
sont données par leThéorème de Hilbert–Samuel arithmétique [2,19]. On remarque d’abord







muni de la norme “sup”. Alors




(d + 1)! + O(n
d+1) (3.5)
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où B(V ) est la boule unité de V et d = dim Y . Le théorème de Minkovski implique alors
que pour tout > 0 il existe n0 tel que pour tout nn0 il existe une section non-nulle
s ∈ H 0(Y,Ln) telle que
‖s‖sup exp(n− n[K : Q]hL(Y )). (3.6)
LeThéorèmedeNakai–Moishezon arithmétique, dû àZhang ([51] dans le cas des surfaces
arithmétiques et [53] en général) donne des conditions pour que H 0(Y,Ln) ait une base
de sections petites.
3.2. Hauteurs normalisées
Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K . Si L est un faisceau inversible
et ample sur A, alors le faisceau L′ = L ⊗ [−1]∗L est ample et symétrique. Supposons
dès maintenant que L lui-même est ample et symétrique et ﬁxons un isomorphisme L 
[−1]∗L. Le théorème du cube implique que le faisceau
D3(L) = p∗123L ⊗ p∗12L−1 ⊗ p∗13L−1 ⊗ p∗23L−1 ⊗ p∗1L ⊗ p∗2L ⊗ p∗3L
est trivial sur A3 (trivialisation unique à une constante multiplicative près). Si (A,L) est
un modèle compactiﬁé du couple (A,L), on peut construire, comme précédemment, une
hauteur. La question est de savoir si cette hauteur est normalisée, dans le sens suivant: si
x ∈ A et n ∈ N∗, est-il vrai que h([n]x) = n2h(x)? La réponse est en général négative.
Si A a bonne réduction sur OK , soitA le modèle de Néron de A. Une structure cubiste
sur L est la donnée d’un faisceau inversible hermitienL= (L, ‖ ‖) surA tel que la trace
deL sur la ﬁbre générique soit L, et que l’isomorphisme du cube devienne une isométrie
si on munit OA3 , en toute place à l’inﬁni, de la métrique triviale. L’existence de telles
structures est prouvé par Moret-Bailly dans [30], qui construit, sur chaque L,  ∈ S∞,K ,
des métriques induisant une métrique constante sur OA3 (“métriques permises” – notons
que ce sont les seules métriques à courbure invariante par translations). On montre alors
que la hauteur hL construite ainsi est normalisée, dans le sens précisé plus haut, et que
pour les points elle coïncide avec la hauteur de Néron–Tate associée à L.
Si, par contre,An’a pas bonne réduction partout, on ne dispose pas d’une compactiﬁcation
canonique du modèle de Néron sur OK . Fixons, pour tout entier p> 1, un isomorphisme
[p]∗L  L⊗p2 . Soit A0 un modèle de A sur OK et L un faisceau ample et symétrique
surA0 qui étend L. Pour chaque  ∈ S∞,K , il existe une unique métrique du cube sur L
qui fait de l’isomorphisme [p]∗L  L⊗p
2
 une isométrie. Pour chaque n> 0, soitAn la
normalisation deAn−1 dans le corps des fractions de A:
An ←− A
[p] ↓ ↓ [p]
An−1 ←− A
Ici la ﬂèche [p] :An →An−1 est le prolongement de [p] : A → A àAn. On déﬁni
L′0 =L; L′n = [p]∗L′n−1.
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sur A, qu’on munit de la métrique obtenue par image inverse à travers [p]. On choisit un
faisceau inversible hermitienLn surAn tel que
Ln
⊗p2n L′n
dans Pic(An) ⊗ Q. On obtient ainsi un modèle (An,Ln) de (A,L) pour tout n ∈ N.
Soient maintenant X un sous-schéma fermé de A, de dimension d0, etXn son adhérence




(d0 + 1)[K : Q]degL X
converge uniformément vers une fonction qu’on note hˆL(X), indépendante des choix de
A0 etL. Elle vériﬁe, pour tout x ∈ A, la condition de normalisation
hˆL([n]x) = n2hˆL(x), n ∈ N∗.
La fonction hauteur ainsi construite est compatible avec la hauteur normalisée de Philip-
pon ĥL.
3.3. Le cas des courbes
Soit C une courbe propre, lisse et géométriquement connexe de genre g1 déﬁnie sur le
corps de nombres K . Soit D0 un diviseur de degré 1 sur C et D0 : C → J le plongement
de C dans sa jacobienne déﬁni par D0. Il existe sur J un faisceau inversible, ample et
symétrique canonique, associé au diviseur theta. Soit hˆ la hauteur normalisée construite
ci-dessus associée à ce faisceau, qui étend la hauteur de Néron–Tate. Alors on peut associer
à la courbe C la hauteur de son image dans J
hD0(C) = hˆ(D0(C)). (3.7)
D’autre part, soit C le modèle minimal régulier de C sur SpecOK , qu’on peut supposer
semi-stable (après un éventuel élargissement de K). Comme nous avons déjà mentionné,
on peut dans ce cas préciser les choix des métriques qu’on met à l’inﬁni, grâce au fait que
chaque C est munie d’une forme volume canonique. En particulier, le faisceau dualisant
relatif  = C/OK est canoniquement muni d’une métrique permise. Soit  le faisceau
compactiﬁé ainsi obtenu et soit (,) son auto-intersection. Posons alors
h(C) = (,)[K : Q] . (3.8)
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où D est choisi tel que (2g − 2)D soit un diviseur canonique. Si D0 est choisi dès le départ
avec cette propriété, alors
hD0(C) =
1
8(g − 1)h(C). (3.10)
Si C n’est pas lisse sur OK , mais seulement semi-stable, Zhang [52] rafﬁne l’intersection
d’Arakelov, en introduisant l’accouplement admissible (,)a . L’égalité (3.9) est alors
vériﬁée si on remplace (,) par (,)a .
3.4. Pour en savoir plus
Arakelov a déﬁni l’intersection des diviseurs sur une surface arithmétique [4]. Il a introduit
les ﬁbres à l’inﬁni et a utilisé les fonctions de Green pour estimer la contribution de ces
ﬁbres dans le calcul des nombre d’intersection. Faltings a développé cette théorie [17] et
a prouvé, en particulier, le théorème de Riemann–Roch, le théorème de l’index de Hodge
et la formule de Noether. Le théorème de l’index de Hodge a été aussi prouvé par Hriljac
[24], qui a comparé le produit d’intersection d’Arakelov avec la hauteur de Néron–Tate.
Une approche différente de la théorie d’intersection sur les surfaces arithmétiques est due
à Deligne [14] et Elkik [16].
Gillet et Soulé ont déﬁni les classes charactéristiques des ﬁbrés métrisés [21] et ont
généralisé la théorie d’Arakelov pour les variétés de dimension arbitraire [20,21]. Un
théorème de Riemann–Roch–Grothendieck pour les images directes des ﬁbrés métrisés
par des immersions est prouvé en [7]. Une version générale du théorème de Riemann–Roch
est prouvée dans [22]. Burgos a déﬁni les anneaux de Chow pour les variétés arithmétiques
quasi-projectives en interprétant le produit des courants de Green comme un cas spécial de
la structure multiplicative sur la cohomologie de Deligne–Beilinson [9].
La hauteur déﬁnie comme un produit d’intersection est utilisée par Faltings en [18].
Cette approche géométrique de la hauteur met en évidence le fait que cet invariant est
l’analogue arithmétique du degré d’une variété projective (une illustration de l’analogie
corps de fonctions – corps de nombres, voir par exemple [49]). En utilisant la théorie
d’Arakelov et des ﬁbrés métrisés en toute place (ﬁnie ou inﬁnie), Zhang a déﬁni la hauteur
normalisée d’une sous-variété d’une variété abélienne [54]. Moret-Bailly décrit comment
choisir les “métriques permises” sur les ﬁbrés sur une variété abélienne [30]. En utilisant
l’approche cohomologique de Burgos [9], Burgos, Kramer et Kühn [10,11] ont déﬁni des
anneaux de Chow arithmétiques attachés aux formes differentielles qui vériﬁent certaines
conditions de croissance de type logarithmique le long d’un diviseur, et ont développé une
théorie des intersections dans ce contexte.
Parmi les textes expositoires en théorie d’Arakelov nous indiquons [12,28,42,43,44].
4. Approche de la hauteur d’une sous-variété via les hauteurs de ses
points
SoientX une variété arithmétique déﬁnie sur l’anneau des entiers d’un corps de nombres
K , et L un faisceau inversible métrisé sur X, ample et semi-positif, dont la métrique
est lisse (pour les conditions de positivité des métriques, nécessaires pour les résultats de
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ce paragraphe voir [53], paragraphe 5). Soit Y ⊂ XK une sous-variété et posons, pour
1 i dim Y + 1,
ei
L







Remarque 4.1. On a évidemment
e1
L
(Y ) = lim inf hL(xn)
où (xn)n∈N parcourt l’ensemble des suites génériques de Y , (i.e. dont tout fermé strict de




Le théorème suivant, dont la preuve utilise le Théorème de Nakai–Moishezon arithmé-
tique, compare cette quantité à la hauteur de Y :
Théorème 4.1 (Zhang [53]). Pour toute sous-variété Y de XK , on a
1
dim Y + 1 (e
1
L






L’égalité hL(Y ) = e1L(Y ) est vraie s’il existe une suite générique de points de Y dont
la hauteur tends vers hL(Y ). Szpiro, Ullmo et Zhang ont montré qu’une telle suite vériﬁe
une propriété d’équidistribution [45].
Dans le cas où la variété ambiante A est abélienne, munie de la hauteur normalisée hˆL
associée à un faisceau ample et symétrique L, on peut déﬁnir d’une manière analogue, pour







(1 i dimX + 1). Évidemment
eˆ1L(X) = lim inf hˆL(xn)
où (xn)n∈N parcourt l’ensemble des suites génériques de X.
On a dans cette situation:




eˆ1L(X) + · · · + eˆdimX+1L (X)
)
 hˆL(X) eˆ1L(X). (4.4)
Onutilise le théorèmeprécédent, sur la suite desmodèles deAutilisée pour la construction
de la hauteur normalisée.
Dans ce cas aussi, l’égalité à droite est caractérisée par une propriété d’équidistribution.
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4.1. Pour en savoir plus
Dans l’article [53], Zhang déﬁnit les notions de positivité, d’amplitude et de semi-
amplitude pour un faisceau inversible métrisé sur une variété arithmétique, en étendant
ainsi les notions introduites en [51]. Il étudie l’existence des sections de norme petite d’un
faisceau ample métrisé et prouve un théorème de Nakai–Moishezon arithmétique: siL est
un faisceau hermitien numériquement positif sur une variété arithmétique, alors le groupe
(L⊗n) a une base dont les éléments sont des sections petites, si n est assez grand.
Cette base lui permet de comparer la hauteur d’une sous-variété avec les minimum es-
sentiels des hauteurs de ses points. Des preuves pour les énoncés de ce paragraphe peuvent
être trouvés aussi dans [1].
Soient A est une variété abélienne déﬁnie sur un corps de nombres K et X une sous-
variété déﬁnie sur une extension ﬁnie de K . Les inégalités de Zhang implique le fait que
les deux afﬁrmations suivantes sont équivalentes (Conjecture de Bogomolov généralisée):
• Si X n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne par un point de torsion, alors
l’ensemble
X() := {x ∈ X(Q)/hˆL(x)}
n’est pas Zariski dense dans X.
• Si X n’est pas la translatée d’une sous-variété abélienne par un point de torsion, alors
hˆL(X)> 0.
La conjecture de Bogomolov, prouvée par Ullmo [46] dans le cas d’une courbe plongée
dans sa jacobienne et par Zhang [55] dans la forme généralisée, assure la positivité de la
hauteur d’une sous-variété d’une variété abélienne qui n’est pas la translatée d’une sous-
variété abélienne par un point de torsion. La preuve dans les deux cas est basée sur la
propriété d’équidistribution des suites génériques de points de hauteur petite [45].
5. Hauteurs et morphismes de Belyi
5.1. Théorème de Belyi et dessins d’enfants
Un fameux théorème de Belyi caractérise les courbes qui peuvent être déﬁnies sur un
corps de nombres:
Théorème 5.1 (Belyi [6]). Soit C une courbe algébrique déﬁnie sur C. Les afﬁrmations
suivantes sont équivalentes:
(a) C peut être déﬁnie sur un corps de nombres.
(b) Il existe un morphisme ﬁni  : C → P1 non-ramiﬁé en dehors de 0, 1 et ∞.
(pour la preuve, voir [6,50]).
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On appelle morphisme de Belyi un revêtement ﬁni  : C → P1 non-ramiﬁé en dehors
de 0, 1 et ∞.
Un ∗-morphisme est un morphisme de Belyi  : C → P1 tel que
(i) soit C = P1 et {0, 1,∞} ⊆ −1({0, 1,∞});
(ii) soit C = (E,O) est une courbe elliptique déﬁnie sur Q et O ∈ −1({0, 1,∞});
(iii) soit g(C)2.
Un couple de Belyi est une paire (C, ), où C est une courbe projective, lisse sur C et
 : C → P1 est un morphisme de Belyi. Deux couples (C, ) et (C′, ′) sont isomorphes
s’il existe un isomorphisme  : C → C′ tel que  = ′ ◦ . On dit qu’un morphisme de
Belyi (∗-morphisme, couple)  est pur si la multiplicité de chaque point au-dessus de 1 est
2.
Il est naturel de penser que certaines propriétés arithmétiques de la courbeC sont encodées
dans les propriétés des morphismes de Belyi déﬁnis sur C. En particulier, Bogomolov et,
indépendamment, Szpiro ont conjecturé que le degré des morphismes de Belyi pourrait être
utilisé comme principal ingrédient dans la construction d’une théorie de la hauteur sur les
espaces de modules de courbes. Cette idée est à la base des résultats de la dernière partie de
ces notes. On indique ici les principales idées des démonstrations, les détails étant contenus
dans [29]. On rappelle d’abord quelques propriétés des morphismes de Belyi.
Remarque 5.1. En caractéristique p> 0, une fonction avec la propriété (b) du Théorème
5.1 existe pour toute courbe C [3]. Pour obtenir un analogue du théorème de Belyi dans ce
cas, on doit imposer des conditions sur les indices de ramiﬁcation (voir Saïdi, [37, Théorème
5.6], pour p> 2).
Proposition 5.2 (Propriétés en genre zéro). (a) Soit  : P1 → P1 un morphisme ﬁni tel
que tous les points dans une même ﬁbre ont le même indice de ramiﬁcation. Alors  est un
morphisme de Belyi, qui est soit cyclique, soit isomorphe à un morphisme de Belyi pur.
(b) Si  : P1 → P1 est un morphisme de Belyi de degré d, alors
#−1({0, 1,∞}) = d + 2.
Démonstration. (a) Soient d le degré du revêtement , {P1, . . . , Pr} ⊂ P1 l’ensemble des
points de branchement et ei l’indice de ramiﬁcation des points situés dans la ﬁbre −1(Pi),
i = 1, . . . , r . Evidemment 1<eid . La formule de Hurwitz s’écrit successivement















= r − 2 + 2
d
.






, et puisque eid on obtient e1 = e2 = d, le revêtement
cyclique.
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Si r3, supposons que e1ei , i = 2, . . . , r . On obtient alors


















, donc e1 = 2. On obtient donc un revêtement isomorphe
à un morphisme de Belyi pur.
On peut continuer avec le même type de raisonnement et déterminer une liste précise des
indices de ramiﬁcation possibles. Le même calcul est fait par Baldassarri et Dwork [5] (qui
reconsidèrent un résultat de Klein), la liste en question étant liée à la liste de Schwarz des
opérateurs différentiels hypergéométriques.
(b) C’est une conséquence de la formule de Hurwitz. Notons que c’est le nombre minimal
de points situés dans l’image inverse de {0, 1,∞} par toute fonction rationnelle f : P1 →
P1 “normalisée” (à coefﬁcients dominants 1), suite au Théorème “abc” de Mason pour les
polynômes. 
Remarque 5.2. Soit q : P1 → P1 le morphisme induit par le polynôme
q(x) = 4x(1 − x)
Si  : C → P1 est un morphisme de Belyi, alors f : =q ◦  : C → P1 est pur, et
f = f′ ⇒ = ′ ou = 1 − ′. (5.1)
Remarque 5.3. −1({0, 1,∞}) = (1 − )−1({0, 1,∞}) = f−1 ({0,∞})
Si  : P1 → P1, alors  est un ∗-morphisme de Belyi si et seulement si f est un
∗-morphisme et f({0, 1,∞}) ⊂ {0,∞}.
Prenons un morphisme de Belyi  : C → P1. Alors −1([0, 1]) est un graphe sur le
modèle topologique de C, dont les sommets sont les images inverses de 0 et 1 (et on peut
donc lesmarquer avec deux signes, disons • et ◦). Pour chaque sommet, le nombre des arêtes
incidentes coïncide avec la multiplicité du point correspondant dans la ﬁbre au-dessus de 0
ou de 1. D’autre part, dans chaque cellule on a une image inverse de ∞, dont la multiplicité
coïncide avec le nombre des arêtes incidents à la cellule. Un tel graphe biparti est un “dessin
d’enfants”. On appelle dessin abstrait une classe d’isomorphisme de dessins. On dit qu’un
dessin (abstrait) est pur si la valence de chaque sommet marqué avec un des deux signes
est 2.
Dans l’autre sens, si on a un dessin pur, on choisit un point, marqué ◦, dans chaque cellule
et un point, marqué , sur chaque arête. On obtient ainsi une triangulation de X2 du type
suivant:
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En identiﬁant les points “” et les segments correspondants on obtient des espaces homéo-
morphes à une sphère. On identiﬁe tous ces espaces avec P1, en identiﬁant  avec 1, • avec
0, ◦ avec∞, et on obtient ainsi un morphisme  : X2 → P1, ramiﬁé seulement au dessus de
0, 1 et ∞. On munit X2 d’une structure de surface de Riemann telle que  soit une fonction
rationnelle.
Correspondance de Grothendieck (Grothendieck [23], Schneps [39]). Il y a une bijec-
tion entre l’ensemble des classes d’isomorphisme des couples de Belyi purs et l’ensemble
des dessins abstraits purs.
Notons que si (C, ) et (C′, ′) sont isomorphes, alors un homéomorphisme entre les
dessins correspondants est réalisé par l’isomorphisme entreC etC′ qui donne l’équivalence.
En particulier, si C = C′, alors le passage entre les deux graphes est donné par un élément
de Aut(C).
5.2. Degré des morphismes de Belyi
Déﬁnition 5.1. Soit C une courbe algébrique déﬁnie sur un corps de nombres. On appelle
degré de Belyi de C le nombre
B(C) = min{deg / : C → P1 morphisme de Belyi}.
On appelle b(C) = logB(C) le degré de Belyi logarithmique de C.
Il est évident que B(P1) = 1. En général on a
Théorème 5.3 (Lit¸canu [29]). Fixons un réel M > 1. L’ensemble des courbes C (non-
isomorphes) déﬁnies sur Q, de degré de Belyi B(C)M est ﬁni. Plus précisément,








où G∗g(n, d) est le nombre de dessins à n sommets et d arêtes sur une surface topologique
de genre g, tels que tout cycle ait un nombre pair d’arêtes.
Démonstration. Soit d ∈ Z>0, dM ﬁxé,  : C → P1 un morphisme de Belyi pur, de
degré 2d, et g le genre de C. En utilisant la formule de Hurwitz on obtient gd/2, donc
un nombre ﬁni de modèles topologiques possibles pour la courbe C.
Sur chaque modèle l’ensemble des dessins avec un nombre donné de sommets et arêtes
est ﬁni. La correspondance de Grothendieck et la Remarque 5.2 impliquent la ﬁnitude dans
l’énoncé.
Pour rendre effectives ces considérations, on remarque que le graphe correspondant à un
morphisme pur de degré 2d , déﬁni sur une courbe de genre g, a au plus d−2g+1 sommets.
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On obtient









Un énoncé du type “l’ensemble des courbes C non-isomorphes déﬁnies sur un corps de
nombres K , de degré de Belyi B(C)M est ﬁni” n’est pas vrai. Il sufﬁt de regarder les
courbes planes dy2 =F(x), où F ∈ K[X] est ﬁxé, de degré supérieur à 3 et d est un entier
positif sans facteurs carrés. On obtient une inﬁnité de courbes non-isomorphes sur K , mais
avec le même degré de Belyi, puisqu’elle sont isomorphes sur Q.
Remarque 5.4. On peut envisager plusieurs possibilités de déﬁnir un invariant avec une
telle propriété de typeNorthcott. Une telle déﬁnition devra prendre en compte des propriétés
arithmétiques des morphismes de Belyi. Par exemple une possible déﬁnition d’une “hauteur
de Belyi” serait
hB(C) = b(C) + logDK
oùDK est le discriminant du corps de déﬁnition d’unmorphisme deBelyi de degréminimal,
ou une quantité liée à ce discriminant.
Une autremanière de determiner une telle hauteur serait le calcul, dans le sens d’Arakelov,
de la hauteur du graphe du morphisme de Belyi C → P1 de degré minimal dans le produit
C × P1.
On peut déﬁnir aussi le degré de Belyi des points algébriques sur une courbe déﬁnie sur
un corps de nombres:
Déﬁnition 5.2. Soit C une courbe déﬁnie sur Q et a ∈ C(Q). On note
Ba := { : C → P1 ∗ -morphisme de Belyi/a ∈ −1{0, 1,∞}}
et
B(a) = min{deg()/ ∈ Ba}. (5.2)
On appelle B(a) le degré de Belyi de a. On appelle b(a) = logB(a) le degré de Belyi
logarithmique de a.
Exemple 5.1. Si a = m
m+n ,m, n ∈ Z+, le morphisme
(x) = (m + n)
m+n
mmnn
xm(1 − x)n (5.3)
est dans Ba , et on a, dans ce cas B(a)H(a) = m + n, où H(a) est la hauteur normalisée
non-logarithmique de a.
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Théorème 5.4 (Lit¸canu [29]). SoientC une courbe déﬁnie surQ etM > 1 ﬁxé. L’ensemble
des points a ∈ C(Q) de degré de Belyi B(a)<M est ﬁni.
On peut donner une estimation du cardinal de cet ensemble, en fonction du nombre de
dessins sur le modèle topologique de C, avec un nombre ﬁxé de sommets et d’arêtes, tels
que tout cycle ait un nombre pair d’arêtes.
Exemple 5.2. Soit  l’ensemble des racines de l’unité. Alors, pour tout  ∈ μ, H() = 1,
mais pour tout M > 1 ﬁxé,
#{ ∈ /B()<M}<∞.
L’inégalité B()H() n’est donc vraie que pour un nombre ﬁni de racines de l’unité.
Le théorème suivant fournit unemajoration du degré deBelyi d’un point algébrique d’une
courbe C en fonction de sa hauteur et de son degré algébrique.
Théorème 5.5 (Lit¸canu [29]). Soient C une courbe déﬁnie sur un corps de nombres K ,
de degré de Belyi B(C), et  : C → P1 un morphisme du Belyi qui réalise le minimum du
degré, deg =B(C). Soient L= ∗O(1), (X,L) un modèle propre de (X,L) sur SpecOK
etL le faisceau inversible hermitien dont les métriques à l’inﬁni sont les images inverses












Remarque 5.5. Dans le théorème précédent d[Q(a) : Q] ·d ′, où d ′ est le degré du corps
de déﬁnition de . On voit aussi dans ce contexte l’intérêt de choisir un tel  déﬁni sur un
corps de nombres “petit”.
5.3. Pour en savoir plus
Le théorème de Belyi [6] est connu comme un des résultats les plus surprenants de la
géomètrie arithmétique, tant par son énoncé que par l’ingéniosité de sa démonstration. Ce
fait a été rémarqué par Grothendieck en [23], qui décrit aussi la correspondance entre les
fonctions de Belyi et les dessins d’enfants. Les détails de cette correspondance peuvent être
trouvés dans [39].
Le fait que les morphismes de Belyi et plus précisément leur degré peuvent être utilisés
pour prouver des résultats concernant la hauteur a été remarqué dans plusieurs textes. On se
contente ici dementionner [15]. La plupart des résultats concernant le dégré desmorphismes
de Belyi sont contenus dans [29]. Certains d’entre eux ont été obtenus indépendamment
dans [25].
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